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1 Subspat, ii vectoriale

Definiţia 1 Fie (V,+, ·) un K spat, iu vectorial. O submulţime nevidă V ′ ⊂ V se numes, te subspaţiu
vectorial (sau subspat, iu liniar) al lui V dacă restrict, iile operat, iilor + s, i · la V ′×V ′, respectiv la K×V ′,
conferă lui V ′ o structură de K spat, iu vectorial.

Notăm V ′ ⊂
s.v.

V sau V ′ ⊂
s.l.

V .

Teorema 2 O submulţime V ′ ⊂ V este un subspaţiu vectorial al lui V dacă şi numai dacă avem:

∀~u,~v ∈ V ′,∀α, β ∈ K ⇒ α~u+ β~v ∈ V ′. (1)

Demonstra. Necesitatea (“⇒”) Dacă V ′ ⊂ V este un subspaţiu vectorial al lui V atunci restrict, ia lui
+ la V ′×V ′ este o operat, ie internă, adică ∀~u,~v ∈ V ′ rezultă că ~u+~v ∈ V ′. Analog, restrict, ia lui · la
K×V ′ e operat, ie externă, deci ∀α ∈ K, ∀~u ∈ V ′, rezultă că α~u ∈ V ′. Atunci, ∀~u,~v ∈ V ′,∀α, β ∈ K,
avem α~u ∈ V ′ s, i β~v ∈ V ′, deci s, i α~u+ β~v ∈ V ′.

Suficienţa (“⇐”) Presupunem că are loc (1). Dacă alegem α = β = 1 obţinem că ∀~u,~v ∈ V ′ ⇒
~u + ~v ∈ V ′, deci restrict, ia lui + la V ′ × V ′ este o operat, ie internă. Dacă alegem ı̂n (1) β = 0,
obţinem că ∀α ∈ K, ∀~u ∈ V ′ ⇒ α~u ∈ V ′. Deci restrict, ia lui · la K × V ′ e operat, ie externă. În
plus, dacă alegem α = β = 0 ı̂n (1) , obţinem că ~0 ∈ V ′. Să demonstrăm că sunt verificate toate
axiomele spaţiului vectorial pentru + |V ′×V ′ s, i · |K×V ′ .

Mai ı̂ntăi verificăm ca (V ′,+ |V ′×V ′) este subgrup al lui (V,+). S, tim deja că ∀~u,~v ∈ V ′ ⇒
~u+ ~v ∈ V ′. Fie ~v ∈ V ′ arbitrar. Atunci, alegem α = −1 ı̂n (1) s, i obt, inem −−→v = (−1)−→v ∈ V ′. Deci
(V ′,+ |V ′×V ′) este subgrup al lui (V,+).

În final, ı̂nmult, irea vectorilor din V cu scalari din K verifică cele patru axiome din definit, ia
spat, iului liniar. Atunci si · |K×V ′ verifică aceste axiome. Deci (V ′,+ |V ′×V ′ , · |K×V ′) este spat, iu
liniar.

Remarca 3 Pentru caracterizarea unui subspaţiu vectorial relaţia (1) poate fi ı̂nlocuită, echivalent, cu

(∀~u,~v ∈ V ′ ⇒ ~u+ ~v ∈ V ′) ( şi ∀α ∈K,∀~u ∈ V ′ ⇒ α~u ∈ V ′) . (2)

Exemplul 4 Submulţimea {~0} a unui spaţiu vectorial este un subspaţiu vectorial. Îl numim subspat, iul
nul. Întreg spat, iul vectorial este subspat, iu vectorial al său.

{~0} s, i V se numesc subspat, ii vectoriale improprii ale lui V . Toate subspat, iile lui V diferite de
{~0} s, i V se numesc subspat, ii proprii.

Exemplul 5 Considerăm spaţiul vectorial aritmetic Kn. Atunci submulţimea sa

V = {~u ∈ Kn | ~u = (0, u2, u3, . . . , un) , u2, u3, . . . , un ∈ K} ⊂ Kn
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este un subspaţiu vectorial. Într-adevăr, pentru orice ~u,~v ∈ V,∀α, β ∈ K avem că

α~u+ β~v = α (0, u2, u3, . . . , un) + β (0, v2, v3, . . . , vn) = (0, αu2, . . . , αun) + (0, βv2, . . . , βvn)

= (0, αu2 + βv2, . . . , αun + βvn) ∈ V.

Exemplul 6 Submulţimea V ′ = {~u ∈ Kn | ~u = (1, u2, u3, . . . , un) , u2, u3, . . . , un ∈ K} ⊂ Kn nu
este un subspaţiu vectorial. Într-adevăr, fie ~u,~v ∈ V ′. Avem că

~u+ ~v = (1, u2, u3, . . . , un) + (1, v2, v3, . . . , vn) =

= (2, u2 + v2, . . . , un + vn) /∈ V ′,

deoarece 2 6= 1.

Exemplul 7 FieMn (K) spaţiul vectorial al matricelor pătratice cu elemente dinK. Atunci submulţimea
sa Sn(K) = {A ∈Mn (K) | A = At} ⊂ Mn (K) (submulţimea matricelor simetrice) este un subspaţiu
vectorial. Într-adevăr, pentru orice A,B ∈ V,∀α, β ∈ K avem că

(αA+ βB)
t
= (αA)

t
+ (βB)

t
= αAt + βBt = αA+ βB,

adică αA+ βB este o matrice simetrică şi deci αA+ βB ∈ V .
Analog, se poate demonstra că An(K) = {A ∈Mn (K) | −A = At} ⊂ Mn (K) (submulţimea ma-

tricelor antisimetrice) este un subspaţiu vectorial al luiMn (K).

Exemplul 8 Mult, imea polinoamelor de grad cel mult n este subspat, iu liniar al spat, iului liniar al poli-
noamelor, cu coeficient, i ı̂ntr-un câmp dat: Kn[X] ⊂

s.v.
K[X], deoarece orice combinat, ie liniară de două

polinoame de grad cel mult n este un polinom de grad cel mult n.

Exemplul 9 C(R) = {f : R→ R | f funct, ie continuă pe R},
D(R) = {f : R→ R | f funct, ie derivabilă pe R} sunt subspat, ii vectoriale ale lui RR, deoarece orice

combinat, ie liniară de funct, ii continue (respectiv derivabile) este o funct, ie continuă (derivabilă).

Exemplul 10 Considerăm un sistem omogen dem ecuat, ii liniare, cu n necunoscute x1, · · · , xn, scris ma-

tricial sub forma AX = O, unde A ∈Mm,n (R) e matricea sistemului, X =

 x1
· · ·
xn

, O =

 0
· · ·
0

 ∈
Mn,1 (R). Atunci, mult, imea solut, iilor S a acestui sistem este subspat, iu liniar al lui Rn.

Fie −→x = (x1, · · · , xn), −→y = (y1, · · · , yn) două solut, ii arbitrare ale sistemului, α, β ∈ R arbi-

trari, X,Y matricele coloană X =

 x1
· · ·
xn

, Y =

 y1
· · ·
yn

. Deci AX = O s, i AY = O. Rezultă

A (αX + βY ) = O, deci α−→x + β−→y e solut, ie a sistemului dat.

Definiţia 11 Fie S = {~v1, · · · , ~vn} un sistem de n ∈ N∗ vectori din spaţiul vectorial V . Spunem că
vectorul ~v ∈ V este o combinaţie liniară de vectorii sistemului S dacă există n scalari α1, α2, . . . , αn ∈
K astfel ı̂ncât are loc

~v = α1~v1 + α2~v2 + · · ·+ αn~vn.

Teorema 12 Fie S = {~v1, · · · , ~vp}. Mulţimea tuturor combinat, iilor liniare ce se pot forma cu vectorii
sistemului S este un subspaţiu vectorial al lui V.

Demonstra. Fie ~u,~v ∈ V doi vectori din V care se pot exprima ca nis, te combinaţii liniare de
vectori din S,deci

~u = a1~v1 + a2~v2 + · · ·+ ap~vp şi ~v = b1~v1 + b2~v2 + · · ·+ bp~vp .

Atunci α~u+ β~v = · · · = (αa1 + βb1)~v1 + (αa2 + βb2)~v2 + · · ·+ (αap + βbp)~vp, adică α~u+ β~v este
de asemenea o combinaţie liniară de vectori din S şi, aplicând caracterizarea dată de Teorema 2,
obţinem concluzia.
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Definiţia 13 Vom nota cu [S] mulţimea tuturor combinaţiilor liniare de vectori din S,

[S] := {~u ∈ V : ~u = α1~v1 + · · ·+ α~vp, ∀α1, ..., αp ∈ K} ⊆ V.

Acest spaţiu este, conform teoremei precedente, un subspaţiu vectorial şi se numeşte subspaţiul vectorial
generat de submulţimea S (sau ı̂nfăs, urătoarea liniară a lui S). Spunem că vectorii ~v1, · · · , ~vp formează
un sistem de generatori pentru [S].

Putem da o definit, ie similară s, i pentru cazul ı̂n care S nu este finită. Atunci [S] este mulţimea
tuturor combinaţiilor liniare finite de vectori din S s, i este subspat, iu liniar al lui V .

2 Sisteme de generatori

Definiţia 14 Fie V un K spat, iu vectorial. Spunem că submulţimea (cu un număr finit de vectori) S =
{~v1, · · · , ~vn} ⊂ V este un sistem de generatori al lui V dacă subspaţiul vectorial generat de S coincide
cu V , adică

[S] = V.

Deci orice vector din V se poate scrie ca o combinaţie liniară de vectori din S. În acest caz spunem că V
este finit generat.

Exerciţiul 15 În spaţiul vectorial aritmetic Kn , fie sistemul de vectori

S = {~e1 = (1, 0, . . . , 0) , ~e2 = (0, 1, · · · , 0) , ~e3 = (0, 0, 1, · · · , 0) , ..., ~en = (0, 0, . . . , 1)} .

(1 şi 0 sunt elementele neutre ı̂n câmpul K). Verificăm dacă S este un sistem de generatori pentru Kn.
Fie −→x = (x1, x2, · · · , xn) un vector arbitrar din Kn . Verificăm dacă există scalarii αi ∈ K, i ∈ 1, n

a.i.

−→x = α1~e1 + · · ·+ αn~en ⇔
α1 (1, 0, . . . , 0) + α2 (0, 1, . . . , 0) + · · ·+ αn (0, . . . , 1) = (x1, x2, · · · , xn)⇔
(α1, α2, . . . , αn) = (x1, x2, · · · , xn)⇔ αi = xi, ∀i ∈ I.

Deoarece există scalarii cu proprietatea cerută (chiar unici), S este un sistem de generatori pentru Kn.

Exerciţiul 16 Studiaţi dacă următorul sistem de vectori din spaţiul vectorial R3 este sistem de generatori
pentru R3:

S = {~v1 = (1, 1, 1) , ~v2 = (1,−1, 1) , ~v3 = (−1, 3,−1)} .

Fie −→x = (x1, x2, x3) un vector arbitrar din R3. Verificăm dacă există scalarii reali αi, i ∈ 1, 3 a.i.

−→x = α1~v1 + α2~v2 + α3~v3 ⇔

⇔ (x1, x2, x3) = (α1 + α2 − α3, α1 − α2 + 3α3, α1 + α2 − α3)

care este echivalent cu rezolvarea sistemului
α1 + α2 − α3 = x1

α1 − α2 + 3α3 = x2

α1 + α2 − α3 = x3
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Deoarece
∣∣∣∣ 1 1
1 −1

∣∣∣∣ 6= 0 şi

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1

1 −1 3

1 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, rezultă că rangul matricei sistemului este doi. Pentru

ca sistemul să fie compatibil, este necesar s, i suficient ca minorul caracteristic să fie nul,

∣∣∣∣∣∣
1 1 x1
1 −1 x2
1 1 x3

∣∣∣∣∣∣ =
0⇔ −2(x3 − x1) = 0. Deci doar vectorii −→x = (x1, x2, x3), cu x3 = x1, pot fi generat, i de S. Rezultă că
S nu este un sistem de generatori pentru R3.

Exerciţiul 17 Evident S =
{
1, X,X2, · · · , Xn

}
este sistem de generatori pentru Kn[X], dar S

′
={

X,X2, · · · , Xn
}

nu generează pe Kn[X], deoarece polinoamele de grad 0 nu se pot scrie ca nis, te
combinat, ii liniare de polinoamele lui S

′
.

Remarca 18 Dacă S este sistem de generatori pentru V s, i S ⊂ S
′
, ( S, S′ finite), atunci S

′
este sistem

de generatori pentru V .
Evident, orice vector din V este o combinat, ie liniară de vectorii lui S, la care adăugăm vectorii din

S′\S ı̂nmult, it, i cu 0.
Deci e important să determinăm un sistem minimal de generatori pentru spat, iul liniar V .

Teorema 19 Fie {Vi}i∈I o mult, ime de subspat, ii liniare ale lui V . Atunci intersect, ia lor, ∩i∈IVi , este
subspat, iu liniar al lui V .

Demonstra. Fie ~u,~v ∈ V doi vectori arbitrari din ∩i∈Vi s, i α, β doi scalari arbitrari din K.
Rezultă că ~u,~v ∈ Vi, ∀i ∈ I . Dar Vi e subspat, iu liniar al lui V , pentru orice i ∈ I ,⇒ α~u + β~v ∈

Vi, ∀i ∈ I ⇔ α~u+ β ∈ ∩i∈IVi .

Remarca 20 Se poate demonstra că subspat, iul generat de S este intersect, ia tuturor subspat, iilor vectoriale
ale lui V care includ pe S. Deci [S] este cel mai mic subspat, iu liniar (ı̂n sensul incluziunii), care cont, ine
pe S.

De adăugat demonstrat, ia!!!

3 Exercit, ii

1. Să se precizeze care din submulţimile de mai jos sunt subspat, ii vectoriale ale lui R3.

(a) S1 = {(x1, x2, 0) | x1, x2 ∈ R} ;
(b) S2 = {(x1, x2, 1) | x1, x2 ∈ R} ;
(c) S3 = {(x1, x2, x3) | x1, x2, x3 ∈ Z} ;
(d) S4 = {(x1, x2, x1 + x2) | x1, x2 ∈ R} ;
(e) S5 = {(x1, x2, x3) | 2x1 + 3x2 = 0, x1, x2, x3 ∈ R} ;
(f) S6 = {(x1, x2, x3) | 2x1 + 3x2 = 1, x1, x2, x3 ∈ R} ;
(g) S7 = {(x1, x2, x3) | x1x2 = 0, x1, x2, x3 ∈ R} ;
(h) S8 = {(x1, x2, x3) | x1 + x2 + x3 > 0, x1, x2, x3 ∈ R} .

Rezolvare:

Trebuie să verificăm dacă prin orice combinaţie liniară cu elemente din submulţime, rămânem sau
nu ı̂n submulţimea respectivă. Fie, α, β ∈ R şi −→x ,−→y ∈ Si, i = 1, 8, arbitrari şi verificăm dacă
α−→x + β−→y apart, ine sau nu lui Si, i = 1, 8.
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Se va obţine că doar S1, S4 şi S5 sunt subspaţii vectoriale ale lui R3.

2. Care dintre următoarele submulţimi sunt subspaţii vectoriale ale luiM2 (R)?

(a) S1 =

{(
0 a
b c

)
∈M2 (R) | a, b, c ∈ R

}
;

(b) S2 =

{(
1 a
b c

)
∈M2 (R) | a, b, c ∈ R

}
;

(c) S3 =

{(
a b
b c

)
∈M2 (R) | a, b, c ∈ R

}
?

Rezolvare:

(a) Fie α, β ∈ R şi A,A′ ∈ S1arbitrare.

αA+ βA′ = α

(
0 a
b c

)
+ β

(
0 a′

b′ c′

)
=

(
0 αa+ βa′

αb+ βb′ αc+ βc′

)
∈ S1,

deci S1 ⊂M2 (R) este subspaţiu vectorial al luiM2 (R).

(b) α, β ∈ R şi A,A′ ∈ S2,

αA+ βA′ = α

(
1 a
b c

)
+ β

(
1 a′

b′ c′

)
=

(
2 αa+ βa′

αb+ βb′ αc+ βc′

)
/∈ S2,

deoarece 2 6= 1, deci S2 ⊂M2 (R) nu este subspaţiu vectorial al luiM2 (R).

(c) α, β ∈ R şi A,A′ ∈ S3,

αA+ βA′ = α

(
a b
b c

)
+ β

(
a′ b′

b′ c′

)
=

(
αa+ βa′ αb+ βb′

αb+ βb′ αc+ βc′

)
∈ S3,

deci S3 ⊂M2 (R) este subspaţiu vectorial al luiM2 (R).

3. Să se arate că mulţimea matricelor de forma
(

a b
−b a

)
∈ M2 (R) este un subspaţiu vectorial al

luiM2 (R) .

4. Să se arate că mulţimea matricelor de forma

 a 2c 2b
b a 2c
c b a

 ∈M3 (R) este un subspaţiu vectorial

al luiM3 (R) .

5. Se dau vectorii ~v1 = (1, 2,−3,−1), ~v2 = (0,−1, 1, 2), ~v3 = (−2, 0, 1, 3) şi ~v4 = (−1, 1, 1, 2) din
R4. Să se arate că ~v1, ~v2, ~v3, ~v4 este sistem de generatori pentru R4.

Rezolvare:

Fie −→x = (x1, x2, x3, x4) un vector arbitrar din R3. Verificăm dacă există scalarii reali αi, i ∈ 1, 4 a.i.

−→x = α1~v1 + α2~v2 + α3~v3 + α4~v4 ⇔
α1 − 2α3 − α4 = x1,

2α1 − α2 + α4 = x2,

−3α1 + α2 + α3 + α4 = x3,

−α1 + 2α2 + 3α3 + 2α4 = x4.
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Deoarece

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 −2 −1
2 −1 0 1
−3 1 1 1
−1 2 3 2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 16 6= 0, avem un sistem Cramer compatibil determinat. Deci

Vectorii formează un sistem de generatori pentru R4.
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