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1 Subspatii vectoriale

Definitia 1 Fie (V,+,-) un K spatiu vectorial. O submulfime nevidd V' C V se numeste subspatiu
vectorial (sau subspatiu liniar) al lui V' daci restrictiile operatiilor + si - la V' x V', respectivla K x V’,
conferd lui V' o structuri de K spatiu vectorial.

Notaim V' C VsauV’ Cl V.

Teorema 2 O submultime V' C V este un subspatiu vectorial al lui V dacd si numai dacd avem:
Vi, € V' Vo,B € K = aii+ Bv e V. 1)

Demonstra. Necesitatea (“=") Dacd V' C V este un subspatiu vectorial al lui V atunci restrictia lui
+1la V' x V' este o operatie internd, adicd Vi, v € V' rezultd ca @+7 € V'. Analog, restrictia lui - la
K x V' eoperatie externd, deciVa € K, Vi € V', rezultd cd ati € V'. Atunci, Vi, v € V' Vo, 8 € K,
avem ot € V' si fo € V/, decisiati + 7 € V.

Suficienfa (“<") Presupunem c4 are loc (1). Dacd alegem o« = 8 = 1 obtinem cd V4,0 € V' =
@+ ¥ € V', deci restrictia lui + la V’ x V' este o operatie internd. Dacd alegem in (1) 8 = 0,
obtinem ca Vo € K, Vi € V' = ail € V'. Deci restrictia lui - la K x V' e operatie externd. In
plus, dacd alegem oo = 8 = 01in (1), obtinem ca 0 € V'. S& demonstram ci sunt verificate toate
axiomele spatiului vectorial pentru + |y xv+ si- |kxv/-

Mai intdi verificdm ca (V',+ |y xv+) este subgrup al lui (V,+). Stim deja cd Vu, v € V' =
4+ ¥ € V'. Fie ¥ € V' arbitrar. Atunci, alegem o = —11n (1) si obtinem —7 = (-1)7 € V. Deci
(V',+ |v:xv) este subgrup al lui (V, +).

In final, inmultirea vectorilor din V' cu scalari din K verifici cele patru axiome din definitia
spatiului liniar. Atuncisi - |k v verificd aceste axiome. Deci (V',+ |v/xv7, |k xv’) este spatiu
liniar.

|

Remarca 3 Pentru caracterizarea unui subspatiu vectorial relatia (1) poate fi inlocuitd, echivalent, cu
Vi, eV =d+veV')(siVaeK,VieV' = aaieV’). ()

Exemplul 4 Submultimea {0} a unui spatiu vectorial este un subspatiu vectorial. Il numim subspatiul
nul. Intreg spatiul vectorial este subspatiu vectorial al siu.

{0} si V se numesc subspatii vectoriale improprii ale lui V. Toate subspatiile lui V' diferite de
{0} si V se numesc subspatii proprii.

Exemplul 5 Considerdm spatiul vectorial aritmetic K™. Atunci submultimea sa

V={de K" |d=(0,uz,us,...,u,), Uz, Uz, ..., u, € K} C K"



este un subspatiu vectorial. Intr-adeuvir, pentru orice U,V € V,Va, f € K avem ci
a4 B0 = «a(0,u,uz,...,un)+ B(0,v2,03,...,0,) = (0,qua,...,au,) + (0,Bvs, ..., Lu,)
= (0,qus + Pua,...,qu, + Bv,) € V.

Exemplul 6 Submulfimea V! = {4 € K" |4 = (1,u2,us,...,Up), U, U3, ..., up € K} C K" nu
este un subspatiu vectorial. Intr-adevir, fie 4,7 € V'. Avem cid

a+7 = (Lug,ug,...,un)+ (1,v2,03,...,0,) =
(2,U2+Ug,...,un+ﬂn) ¢ V/,

deoarece 2 # 1.

Exemplul 7 Fie M,, (K) spatiul vectorial al matricelor pditratice cu elemente din K. Atunci submultimea
sa Sp(K)={Ae M, (K)|A= A"} C M, (K) (submultimea matricelor simetrice) este un subspatiu
vectorial. Intr-adevdr, pentru orice A, B € V,Va, € K avem ci

(A + BB)" = (aA)' + (BB)" = aA' + BB! = 0 A + B,

adicd A + BB este o matrice simetrici si deci A+ B € V.
Analog, se poate demonstra ci A, (K) = {A € M,, (K) | —A = A'} C M,, (K) (submultimea ma-
tricelor antisimetrice) este un subspatiu vectorial al lui M,, (K).

Exemplul 8 Multimea polinoamelor de grad cel mult n este subspatiu liniar al spatiului liniar al poli-
noamelor, cu coeficienti tntr-un camp dat: K,[X| C K|[X], deoarece orice combinatie liniard de doud
S.v

polinoame de grad cel mult n este un polinom de gmd cel mult .
Exemplul 9 C(R) = {f: R — R| f functie continudpe R},

D(R) = {f : R— R| f functie derivabili pe R} sunt subspatii vectoriale ale lui RR, deoarece orice
combinatie liniard de functii continue (respectiv derivabile) este o functie continud (derivabili).

Exemplul 10 Considerdm un sistem omogen de m ecuatii liniare, cu n necunoscute x1,- - , T, SCris ma-
X1 0
tricial sub forma AX = O, unde A € M, ,, (R) e matricea sistemului, X = o l,0=1 --- €
Ty 0
M, 1 (R). Atunci, multimea solutiilor S a acestui sistem este subspatiu liniar al lui R™.
Fie 7 = (1, ,Zn), Y = (y1,- -+ ,yn) doud solutii arbitrare ale sistemului, o, 3 € R arbi-
T Y1
trari, X,Y matricele coloani X = o ],Y = -+ |. Deci AX = O si AY = O. Rezulti
Tn Yn

A(aX + BY) = O, deci a7 + B e solutie a sistemului dat.

Definitia 11 Fie S = {¥1,--- , ¥, } un sistem de n € N* vectori din spatiul vectorial V. Spunem ci
vectorul v € V este o combinatie liniard de vectorii sistemului S dacd existid n scalari oy, ag, ..., 0 €
K astfel tncdt are loc

U= 107 + Uy + - - + pUp.

Teorema 12 Fie S = {¢4,--- ,¥,}. Multimea tuturor combinatiilor liniare ce se pot forma cu vectorii
sistemului S este un subspatiu vectorial al Iui V.

Demonstra. Fie @, € V doi vectori din V' care se pot exprima ca niste combinatii liniare de
vectori din S,deci

ﬁza1171+a2172+---+ap17p§i17=b1171+b2172—|—-~-+bp17p.

Atunci ati + 8V = - - - = (aay + Bb1) V1 + (aag + Bbe) U + - - - + (aap + Bby) U, adicd aii + SV este
de asemenea o combinatie liniara de vectori din S si, aplicAnd caracterizarea datd de Teorema 2,
obtinem concluzia. n



Definitia 13 Vom nota cu [S] multimea tuturor combinatiilor liniare de vectori din S,
[Sl={teV:i=ath + -+ aby, Yai,..,a, € K} CV.

Acest spatiu este, conform teoremei precedente, un subspatiu vectorial si se numegte subspatiul vectorial
generat de submultimea S (sau infdsurdtoarea liniard a lui S). Spunem ci vectorii vy, - - - , Uy, formeazi
un sistem de generatori pentru [S].

Putem da o definitie similard si pentru cazul in care S nu este finitd. Atunci [S] este multimea
tuturor combinatiilor liniare finite de vectori din S si este subspatiu liniar al lui V.

2 Sisteme de generatori

Definitia 14 Fie V un K spatiu vectorial. Spunem cd submulfimea (cu un numdr finit de vectori) S =
{U1,---,U,} C V este un sistem de generatori al lui V daci subspatiul vectorial generat de S coincide
cu'V, adici

[S]=W.

Deci orice vector din V' se poate scrie ca o combinatie liniari de vectori din S. In acest caz spunem ci V
este finit generat.

Exercitiul 15 [n spatiul vectorial aritmetic K™ , fie sistemul de vectori
S ={e =(1,0,...,0),& = (0,1,---,0),& = (0,0,1,---,0),....& = (0,0,...,1)}.

(1 5i 0 sunt elementele neutre in cdmpul K). Verificim daci S este un sistem de generatori pentru K.
Fie 7 = (w1, @9, ,xp) un vector arbitrar din K™ . Verificdm dacil existd scalarii o; € K, i € 1,n
a.i.
7204151-5-----1-047571@

a1 (1,0,...,0) + a2 (0,1,...,0)+ -+, (0,...,1) = (21,22, - ,Zp) &
(Oél,()(Q,-..,Oén):(xl,xg,"' ,x,b)<:>a1=x“VZ€I

Deoarece existi scalarii cu proprietatea ceruti (chiar unici), S este un sistem de generatori pentru K™.

Exercitiul 16 Studiati dacd urmdtorul sistem de vectori din spatiul vectorial R? este sistem de generatori
pentru R3:
S= {171 - (17 17 1) ,’172 = (17 713 1) 7173 = (71, 37 71)} .

Fie 7 = (w1, 22, 3) un vector arbitrar din R3. Verificiim daci existi scalarii reali ov;, i € 1,3 a.i.

7 = V1 + agly + a3ty &

& (21,22, 23) = (a1 + a2 — a3, a1 — az + 3az, a1 + @z — az)
care este echivalent cu rezolvarea sistemului
] + o — a3 =2
a1 — ag + 3ag = x9

o1 + g — 3 = I3



1 1 -1

Deoarece 1 ‘ #0si| 1 -1 3 | = 0, rezulti cid rangul matricei sistemului este doi. Pentru
1 1 -1
1 1 X1
ca sistemul sii fie compatibil, este necesar si suficient ca minorul caracteristic sd fienul, | 1 =1 x5 | =
1 1 I3

0 < —2(x3 — x1) = 0. Deci doar vectorii @ = (x1, x2,x3), cu x5 = =1, pot fi generati de S. Rezultil ci
S nu este un sistem de generatori pentru R>.

Exercitiul 17 Evident S = {1,X7 X2, ,X”} este sistem de generatori pentru K, [X], dar S =
{X , X2 ,X”} nu genereazi pe K, [X], deoarece polinoamele de grad 0 nu se pot scrie ca niste
combinatii liniare de polinoamele Iui S’ .

Remarca 18 Daci S este sistem de generatori pentru Vsi S € S', (S, S’ finite), atunci S este sistem
de generatori pentru V.

Evident, orice vector din V este o combinatie liniard de vectorii lui S, la care addugam vectorii din
S\S tnmultiti cu 0.

Deci e important si determindm un sistem minimal de generatori pentru spatiul liniar V.

Teorema 19 Fie {V;},.; o multime de subspatii liniare ale lui V. Atunci intersectia lor, Nic1V; , este
subspatiu liniar al lui V' .

Demonstra. Fie i, € V doi vectori arbitrari din N;cV; si «, 8 doi scalari arbitrari din K.
Rezultd ci u,v € V;, Vi € I. Dar V; e subspatiu liniar al lui V, pentru orice i € I , = at + v €
Vi,Viel & ai+ B €NicrVi.
[

Remarca 20 Se poate demonstra cid subspatiul generat de S este intersectia tuturor subspatiilor vectoriale

ale lui V' care includ pe S. Deci [S] este cel mai mic subspatiu liniar (in sensul incluziunii), care contine
pe S.

De adiugat demonstratial!!

3 Exercitii

1. Si se precizeze care din submultimile de mai jos sunt subspatii vectoriale ale lui R3.

(a) S1 = {(z1,22,0) | z1,22 € R};

(b) So = {(z1,22,1) | &1, 22 € R};

(¢) S3 = {(z1,22,23) | 1,2, 23 € Z};

(d) Sy = {(z1, 22,21 + x2) | x1,22 € R};

(e) S5 = {(x1,22,23) | 221 + 3x2 = 0,21, 22,23 € R};
(f) Se = {(z1, 2, 23) | 221 + 322 = 1,21, 72, 23 € R} ;
(9) S7 = {(21,72,23) | ;172 = 0,21, 72,73 € R} ;

(h) Ss = {(x1,z2,23) | T1 + 2 + 23 > 0,21, 22,23 € R}.
Rezolvare:

Trebuie sd verificim dacd prin orice combinatie lznzam cu elemente dm submultime, rdmanem sau
nu tn submultimea respectivd. Fie, o, f € R si 7, € Si, i = 1,8, arbitrari si verificaim daci
@ + B apartine sau nu lui S;, i =1, 8.




Se va obtine cii doar Sy, Sy si S5 sunt subspatii vectoriale ale Iui R3.

. Care dintre urmdtoarele submultimi sunt subspatii vectoriale ale lui M3 (R)?

(a)Slz{(g a ) eM2(R)|a,b,ceR};

s {(
s

Rezolvare:

> 6M2(R)|a,b7c€R};

>
o S o 9

) eMz(R)Ia,b,ceR}?

(a) Fiea, 3 € Rgi A, A’ € Syarbitrare.

;o 0 a 0 d\ 0 aa+ pd
ozA—l—ﬁA—a(b c>+ﬁ<b’ c’>_(ab+ﬁb’ ac+ B €5,

deci S1 C My (R) este subspatiu vectorial al lui Mz (R).

(b) o, eRsi A, A" € S,
1 1 a\ 2 aa+ Bd
b c>+6<b’ c’)_<ab+5b’ ac+5c’>¢52’

deoarece 2 # 1, deci So C Mo (R) nu este subspatiu vectorial al lui Mo (R).
(¢c)a,f €Rsi A, A’ € Ss,

;o a b a b\ [ aa+pd ab+pY
aA—J—BA-oz( b c)+ﬁ< o c’>_< ab+ Bb  ac+ Bc € 53,

deci S3 C My (R) este subspatiu vectorial al lui Mo (R).

s}

ozA—i—BA’:a(

. Sii se arate cd multimea matricelor de forma ( fg 2 ) € My (R) este un subspatiu vectorial al

lui My (R).

a 2c 2b
. Sii se arate cd multimea matricelordeforma | b a 2c | € Ms(R) este un subspatiu vectorial
c b a

al lui M3 (R).

. Se dau vectorii v; = (1,2,-3,-1), U = (0,—1,1,2), 73 = (=2,0,1,3) i vy = (—1,1,1,2) din
R%. Sii se arate cd U, Ua, Us, Uy este sistem de generatori pentru R4.

Rezolvare:

Fie @ = (21,2, 23, T4) un vector arbitrar din R3. Verificim dacd existil scalarii reali ov;, i € 1,4 a.i.

? = 101 + aals + a3¥3 + auVy &

a1 — 203 — oy =1,
200 — a2+ oy = xg,
—3a1 +ag +az+ay = x3,

—aq + 200 + 3az + 204 = 4.



1 0 -2 -1

-1 0 1
Deoarece _3 1 1 1
-1 2 3 2

Vectorii formeazi un sistem de generatori pentru R*.

= 16 # 0, avem un sistem Cramer compatibil determinat. Deci



